ES N° 2 CORRECTION Juin 2015

PROBLEME
Partie A

1 |A2=A+21| et|A>=3A+2l |

2. Soit, On>2, H,: A" =a,A+20 4|

Initialisation : A = A+21 = o,A+ 20,1 . Hy est donc vraie.
Hérédité : soin>2. On supposeA” =a,A+20,,1 (H,vraie).
A= Ax(ap A+ 20,4 1) =0 A2+ 20 A= o AR 21)+ 20 g A= (o g+ 21 ) A B

Orpoum=z=2, a,, =d,+2a, 4. Donc AT = Op41 A+ 20,1 . Hy.q est donc vraie.

Par principe de récurrendgn 22, A" =a,A+ 20,41 |

2

3. (Gn) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2, d'équacaractéristique t“ —r —2 = 0, admettant pour solutions

n=-letr,=2.0nadonc On=1, a,=c(-1)"+d.2" aveccetd réels.
o, =1 -c+2d=1 c=-1/3
a,=1 c+4d=1 d=1/3"

Dongnz1,a, = —%.(—1)n +?13_2”

De plus,{

Pourn=1, A"= A

Pourn>2, A"= —% —1n+—1.2q A+ 2(—%(— :)”'H—é.fl)l

3
2(-0)"+2" -(-)"+2 -(-)"+ 2
;[ J 4 2(-0"+ 2 —(-)"+ 2
)'+2" —(-)"+2 2(-3"+ 2
Remarque la formule obtenue poun=> 2 fonctionne aussi pour= 1.
Partie B
x+y+z=0 x=-a-f
1. DaOR?, onposea=(xy, 2. alKer(f+1d) = {x+y+2z=0 < {x+y+2z=0 = y=a
X+y+2z=0 z=f

DoncKer( f +1d) ={0((—1;1;0)+[3(— 1,0;} (a B)OR? } = vedi(- LLP(~ LOL

4 ={(-31,0),(-1;,0;2)}| est libre et génératrice Her(f +1d), c'est une base deer(f +1d) ;

de méme, on trouyes ={(1 % 1)} | base deKer( f -21d).

2.a card.~)=3= dm(]R3) et. est libre (démo au choix.. )dol]ef/est une base dé@‘

2.b. on poseb, =(1,-1;0). Alors f (b)=~h (soit en remarquant qug OKer( f +1d) donc f (by)+b =05, soit
en calculanMat, ( f (b)) =Mat (f)xMat (b)) ;
de méme, on trouve((-1;0;3)) = f (b,) = -b; et f ((L,L,3) = f (bs) = ;.
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-1 0 O
On en déduitquefD=Mat__ (f)=| 0 -1 0
0O 0 2
1 1 1
2c. |[P=|-1 0 1
0 -11
1 1 -2 1
2.d. P'1:§ 1 1 -2|. OnaalorsA" =Mat, (f”)=PXMat//,(f”)x P!, donc A"=PxD"x P!
11 1

AvecD"=| 0 (-1)" 0| carD estdiagonale.

On retrouve apreés calculs la matrice aleznA3), valable pour toun>1.

Partie C

1a.[(A+1)(A-2)=0| donc A2- A-21 =0.

-1 1 1

4 1 1 1
On obtient aloris‘\X(% A—% Ij = |, doncA est inversible gtA L =§A_EI =—2 1 -1 1
1 1 -1

1.b. OnposK = A+1.

K2=3K, K3=3KxK = 9K , K4 =9K xK = 27K .|on conjecture pour n21 : K" =3"K |

On pose) = A-21

J2=-33, 33=-3JxJ3=9J, J*=9Jx J=-27J.(0n conjecture pour n=1 : J" =(-3)n'1J .

2a F ={al +bA/(g b OR? } =vect( A I) doncF est un sev de(R).

D={A 1} estune famille libre et génératrice Eec’est donc une base &eet|dim (F)=2|

2.h K=A+1 et J=A-2I appartiennent & car ce sont des combinaisons linéaires @¢l.

De plus{K, J} estlibre etcard({K J})= 2= dimF . Dong{K,J} est une base dé|

2 K=A+l [3A=2K+J
O(a,b)OR?, M, =al +bA or - done
’ J=A-21 | 31=K-13
a b 1 1
Map =7 (K -3)+5(2K+J)=(a+2b) K+=(b- 4 J.

Les coordonnées deM, ,, dans la base(K,J) sont: (a;p) = (%(a+ 2b);—;(b— )) .

3. M,p =aK +BJ. Or d'apres la questio@la), KJ =0. On vérifie JK =0=KJ.

doncaK et 3J commutent, on peut utiliser la formule du bindreeNkwton :
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(Mao)" =(a +pa) = (?](aK)i(m)““ - ( }’s Ki
=0 i=0

Quandi =0, K'J" = g" =(-3)" " 3 ;

quandi =n, K'3" = K" =(3)"K ;

quandi 20 etizn, K'J"" =0 carKJ =0.

Finalement, poun=1, (Ma’b)n = (S]B”J n +[:]0( KN =p"(=3)" " J+a (3" K

-2 1 1 11
(Ma,b)n=Bn(—3)n_1 1 -2 1+a"(3"Y 1 1 1, soit:
1 1 -2 11

2 1

3 3

3
2

3 3 3

Z(a-b)" +?1%(a+2b)n —(a= 1" +—;( ak2h)" _—31( a i +—;( a2}

(Map)" =| S@-b)" +5(a+20)" Z(a-§"+3(ar28" (o Yuf a2}

Ta-b)+Z(ar2y (a9 e(a2) & Yo a2y

Vérification: aveca=0 et b =1 on retrouve bierA" = M,".

Partie D
1. D’apres le théoréme de la division euclidienne :

0(Q R)OR[ X]* tg X" =(X +1)( X-2) Q+ Retdeg(R) < ded( X+ }( X- ), soit R= cX+ d.

Onadon&xOR, x" =(x+1)(x-2) QX+ K ¥

n -—

En particulier, poux=-1: (—1) =-c+d ; pourx=2:2"=2+d ;

ce qui donn@c = 2" - (-1)" et 3d = 2" + 2(-1)", dond R=%[(Z” —(—1)") X+ 2+ - ])":|

n n
2. PourP:Za X' OR[ X], on note :P(A):ZQA.
=

i=1

OnaX"=BQ+R,doncA"=B(A QA+ R A=( A )( A2) ¢ A+ R p:

or (A+1)(A-21) = 0; on obtient donc|A" = R(A) =%(2n ~(-1)") A+%(2‘ +A-9")1]|

Remarque on retrouve bien les valeurs obtenue<ai...
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EXERCICE 1

Partie A
. sinx e . . . X L .

1. a. lim —— =1 par dérivabilité de la fonction sinus en 0, dtinrc—— =1, de pluslim e” =1. Alors lim g(x) =1.
Xx-0 X Xx-0SINX X-0 x-0

Donc |en posantg(o) =1, g est prolongeable par continuité en

b. €* :1+x+x—22+oo(x2)et sinx = x—X—63+ q)(>§)= {l_X_6Z+ Q)( %)] ,on adonc :

g(x) = = T+ x+2 gy R
x(l—)§+oo(x2)J 1—X62+00(x2) 2 ( )

Ainsi |g(x) =1+ x+§x2+oo(x2) :

X1+x+X22+Cb(X2) 1+x+X—2+oO 2 2
] e oot

1+%+ q)(xz)J:h x+% X + g( >?)

2. a. Au voisinage de @ admet un développement limité d’ordre 2 (dgradmet un développement limité d’ordre 1!),

d’ou : |g est dérivable en 0 eg' (0) = 1|

b. La fonctiong est dérivable syr- 0 et]0; i{ comme produit et quotient de fonctions dérivablesces
intervalles.

e (1+ x) sinx- x€& cox e* |:(1+ x) sinx = X cos<]

SoitxOD, g'(x) = Donc |OxOD, g'(x) =

sin? x sin? x

2

c. (1+x)sinx=(1+ x)(x+ @( f)): X %+ g( ﬁ) et xcosx= >{1—X7+ Q,(x?)]: Xt g( %) d'ots :

h(x) =2+ Q)( >@) On a donc h(x)gxz.

d. La fonctiong est de classe * sur]-1t 0 et]0; i{ comme produit et quotient de fonctions de classsur ces

intervalles. On a montré qgesst dérivable en 0.

e*h(x) , ' 1x 2 o
. .Or sinx=x et exaldoncg (X)E 5 51’ anrsllinmg (x)=1= g'(0).

OxOD, g'(x) =
X

g' est donc continue en 0, @est de classe * en 0. Ainsi|la fonction g est de classe™ sur]—n; n[ .

. T . . .
e. g'estcontinue sqr—n', T[[ donc su{o;z} , g' étant continue sur un segment, elle est donc baunéee segment.

Donc|g' est bornée su[o;g} .

f. g(x)=1+ x+§ X + Q,( >?) , alors/la tangente & en 0 a pour équationy =1+ x|

g(x)-(1+ x):% X + %( >@) alorsg (x) - (1+ x)ag %, orXOR, %xzzo, doncg (x) -(1+ X)2 0 au

voisinage de 0.

Donclla tangente &l en 0 est en-dessous de au voisinage de 0

Math Sup - ICAM ESO2 - Catien



Page 5/7

Partie B

Tt Tt
. P 2 1
1. a. SoinON,I,=|?f (x)dx:jz— dx.
: J.o : 0 1+n’x? 9(¥

On poseu(x) =1Arctan( ny , dérivable surR avecu'(x) =—1 .y etg sont de classe* sur{o;ﬂ} :
n 1+n?x? 2

L
Par intégration par parties, on obtient,; = FArctan(nx) gl ><)}2 —I 21 Arctar( ) g( 3 d.
n o Jo N

T

T
1 n 1f2
Donc, par linéarité de l'intégralelOInON, |, =H|:Arctan (x)g (x)? _HJ. 2 Arctan (nx)g' (x)dx |
0

s n
b. SoitnON, I, :E(Arctan(nﬂijeZJ—éj‘z Arctar{nX) g'( ¥ d, donc
n 2) 2 nJo
T
In—1 Arctan[nlrjlre2 =
n 2)2

1S
Commel < g , on adongl, —leZArctan( ngj

s n n
In—EeZArctar( nE]‘z —1.[2 Arctafny g( % d —EJ‘Z Arctaf nk d' X
2n 2 nJo nJdo

Tt
sljz|Arctar( m) g'( § dx
nJo

Orx [ 0; +o[ , Arctanx > Cd’ou DXD[O;E} | Arctan(nx)| = Arctar{n) , de pIuS]xD[O;ﬂ,|g'(x)| <M,

T
alorsj2|Arctan(nx) g'(X) dst.2 Mx Arctar{ n} o, d'ol:
0 0

OnON,

m
I - 2 Arctan (n I—T)
2 2

11
< MJ. 2 Arctan (nx )dx
n

nJdo

SoitnON, Ox0[0; +of , Arctanx < g , alors

Tt
I - D2 Arctar(n E)
2n 2

Donc |OnON,

T T
SMJZ Arctar{nx) dstJ.zj—T dM T T
nJo nJo 2 n 2 2

T

Ih - e Arctan(n EJ
2n 2

n- +oo

T
2. Lethéoréme d’encadrement donndim [In —ZﬂezArctar(ng)J =0
n

n- +oo n — +oo

Tt
lim Arctanx:E donc lim Arctan nE :E, et lim le2Arctan(nEj = 0. Finalement, lim 1, =0|
X — 400 2 n— +co 2 2 2n 2

Math Sup - ICAM ESO2 - Catien



Page 6/7

EXERCICE 2

Notation : iTj désigne I'événement « tirer la boulg retu i-eéme tirage » aveicet j dans[1;n].

Partie A

1. L'urneU; ne contenant qu’une seule bolig,ne prend que la valeur ]| et [E(X,) = 1.

L'urneU, contient deux boules.

Elle est vidée en 1 fois si on obtient la boufté au premier tirage P( X, =1) = P(1T1) =%
Elle est vidée en 2 fois si on obtient la boul2 rE#u premier tirage P( X, = 2) = P(1T2) =%
. - — 1 1_3
On en déduit quéX, suit la loi uniforme sur {1 ; 2, et [E(X,) = 1XE+ 2><—2 =§ .
2. L'urneUs; contient trois boules.
Pour vider I'urne en 1 fois, il faut tirer la beuh°1 au premier tirageF?( X3 =1) = P(lTl) =% ;
Pour vider I'urne en 3 fois, il faut tirer succieesnent la boule n°3, puis la boule n°2 :
P(X,=3)=P(1T3n 2T) = R,( 2TIx A 1T$—% é-—é
Ainsi :
Xi 1 2 3
1 1 1) 1 1
= X = 1-1=+=|== -
P(Xs=x) 3 (3 6) 2 6
etlE(Xs) = 1><1+2>< 1+3><—1-1—1.
3 2 6 6
Partie B
LIP(X,=1)= P(1T1)=1.
n
oA 1 1
P(X,=n)= P (Ti|=PT1)x By, (2T * RBryyory (3TYx .x P, ( nTl)—Ex iU
i=1 [ﬂ iTiJ
i=1
1
(d’aprés la formule des probabilités compegé®’ou : P(Xn = n) = -~
2. a. Ny suit la loi uniforme sur [;n]|
b. OiO[2n], Ok O[2n], sachant qué&l; =i, il ne reste dans l'urne aprés le premier tirqge les boules

numérotées de 1 a 1. Ainsi, I'urne sera vidée en au plugirages, d'ou :

sikzi+lalors Ry (X, =k =0;

si k<i, vider I'urne erk tirages, revient a vider une urne contenanfl boules ek — 1 tirages, donc
Rig=i) (Xn = K) = P X4 = k=1).

C. (N1 = i)JSisn constitue un systéme complet d’événements de protéshilon nulles.

Math Sup - ICAM ESO2 - Catien



Page 7/7

La formule des probabilités totales donne :
OkO[2:n], P(X, = K =3 Ry=i( %= Bx B N=)= Ra( %= k+X2 Rai %= k< P =)
i=1 i=2

k22 donc Ry, -y (X, =k)=0,etTiO[2n],P(N, =i) e , d'ou (avec la question précédente) :
n

n
OkO[2;n], P( X, = )=%Z P X1 = k-1), ou encore, par un changement d’indice dans lareom
i=k
1 n-1
OkO[2;n],P(X, =k) = > P(X =k=-1)
i=k—1

3. a.Pourtouh=2, daprées les résultats des questi@ket B2.c.,ona:

Vior = (N+2)!P( Xy = ) = (1) 1 +1Z HX=nl)= ix( ® Xy4= n)+ p X= nI)

i=n-1

=nlx -+ P( X, = n-1)= n+ y dou :|I:In22, Vpep = n+vn‘.

(n-1
n-1 n-1 (n+1)(n-2)

b. Ok 22,V — V% = kdot: On=3, > (W~ V)=, k cequidonne On=3, v, SRR
k=2 k=2
1

On remarque que cette égalité est égalemaigt poum = 2. De plus, v, = 2x P( X5 = 1) =1.

-1 -1
On a donc Eln22,vn=n(n ),etparsuite P(Xn=n—1)=n(n )= 1 .
2 2nt 2(n-2)!
Partie C
n n-1
Question BONUS Cn>2,E(X,) = X ke A% = § = R %=1+ z[ kE Y 1 X= k])J
k=1 B2c. k=2\  Mizk—1
1 1n—1|+1 1 1n 1
LIS p(x = k)= 2 25 (e =
n NiZe= n Nz
_1 18 i 1 1,.n-1
LI S kxp(x =+ X A x = §| =25 g e len
n Nzl k=1 k=1 nNiza n.n
E(X) 1
1n—1
Finalement DnzZ,E(Xn)=HZE(Xi)+1
i=1
1n—1 1 1n 2
1 onza, e05)= 25 e ) +a=d e )+ 25
i=1
1 n-1
:EE(Xn—l)J'T(E( Xo1) 1) +1= B Xpg) +=
3 1 1 3 1
De plus, E(X2)=E et E(X1)+E=1+E:—2,donc Onz2, E(Xn)=E(Xn_1)+H
n
2. Ok=22,E(X )= E( %)= %dou On>2, Z( (%)= E(Xk_l)):Z%,soitencore:
k=2 k=2
n 1 n 1 n 1
Onz2,E(X,)=Y S+ E( %)= =-+1=> =,
k=2 K k=2 K e1K
n
Cette égalité étant également vraie poarl, on en déduit queln21,E (X, ) = Z% .
k=1
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