Math Sup ESO1 - Analyse - CORRECTION 2015-2016

EXERCICE |

Premiere partie : Généralités surf,
1. DXOR,|cogX)| < T1donc OxOR,cog(x) # 2et f, est définie suiR .
2. OnON,D, =R est symétrique par rapport & 0,Bt0R, f, (-x) =—f,(x) donc f, estimpaire.

3. OxOR, f, (x+2m) = f,(x) doncf, est 2m- périodique.

OnON',OxOR, f, (x+ 2m) = f, (x) ~ 2T doncOnON, f, n'est pas2m- périodique.
n

4. Soit .~ :(O;T; j ) un repére du plan. Soit , le graphe de la restriction dea [0;1] dans. .~ .
f, étant impaire, par symétrie par rapport a O, onuidéld ~ , le graphe de la restriction dga
[-mtm] dans. ~ .

Pour le graphe dé, (qui est 2rt— périodique), on compléte alors par des translatitengecteur2mi ;

Pour le graphe dé,(n#0), on compléte par des translations de VGC‘E{LRT[T—E[T)
n

Deuxieme partie : Etude de la fonctionf,

1. fo est dérivable suR comme quotient de fonctions dérivables dont leodénateur ne s’annule
2coqx)- 1

(2= cofx))”

2. Le signe def,'(x) sur[0;m] est celui de2cogx) - 1, et la décroissance de cos 0] donne le

pas surR , et OXOR, f,'(x) =

tableau de variations suivant :

Et le graphe de ,est le suivant :

.
o
(4%
-~
-
I
oy
T F4
(y
ra
-
=~
e
il
w
F
r
f,p,__
o
i

3. De la périodicité et de la parité fieon déduit quei est le maximum d& surR, et_—1 estle

e NE

minimum def, sur R ; enfin 1 est le maximum défy| surR.

3
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Troisiéme partie : Utilisation d’'une primitive de f,
1. fy est dérivable sk, donc continue suR et admet des primitives sk qui sont :

x> In(2-cogx))+K ,KOR

sin( x
2. X In(2— cos(x)) étant une primitive dex+— # sur R, on en déduit que I'ensemble
2~ cogX)
des solutions de” est: S, =1 xs Ceg "2 - C COR}.
2-cogX)

3. Déterminons une solution particuliére desur R par la méthode de variation de la constante.

Posons[IxXOR, y, (x) = z(x)h(x) , olzest une fonction dérivable sii, et h: XI—)#OS() est
- coq x

une solution de 7.
Yo est solution de” sur R si, et seulement si,

OxOR, z'(x)h(x) +z(x)h'(x) + Z(X)h(x)% = 2sin(x)

ce qui est équivalent a0xOR, z'(x)h(x) = 2sin(x) (carh est une solution de”)
ce qui est équivalent a0xOR, z'(x) = 2sin(x)( 2- co$x))

dont une primitive SuR estx > (2- cos(x))z.

On adonc S, ={xn—> 2—cos(x)+%os(x) CDR}.

Enfin, $0S. et ¢(0)=1donneC =0 puis @: x> 2-cogX).

EXERCICE I

(un)nDN est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Latmn caractéristique associée est :

r’—2cosf) r + 1 =0 dont les racines dafissont & et 2.

Ainsi, O(A;u) OR?,On0ON, u, =A cogna) +p sir(na).

A=1
U, =1=A ,
De plus, ., ,dou z0):
o o) cofe o i) 7 IR0 -2t

, cos(a) sir(na) = cogna) sifa)+ cds) s(ma) :sin((n+])a)-
sin(a) sin(a) sin(a)

Remarque : la démonstration peut également se faire a I'didee récurrence double.

Finalement,OnON,u, = cog na)
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EXERCICE Il

. 2x+3
1. Soit xOR\{=4;. f(X)=X <
oit XOR\{-4}. f (x)=x 2

=X e 2X+3=X’+4x = X*+ X- 3= 0= xO{ 1+ B
Ainsi, 'équation f (x) =x admet exactement deux solutioas b dansR qui sonta= -3 etb = 1.

2.S0it xOR\{-4}. f(x)=-3« 2XX++43=—3@ 2+ 3= - K- 12- x=- %

Soit On0ON, la propriétéP,: "u, #-3".

u, =0# -3 donc la propriété est vraie paur 0.

Soit nON . On suppose que, est vraie, c’est-a-dire que, # -3 ;

alors f (u,)#-3 (car f(x)=-3 = x=-3), ce qui équivaut a,,, # -3.

La propriétéP,,, est donc vraie.

Par principe de récurrence, on en deduit guélN,u, # -3.

3. OnON,y, =h = (V). €St bien définie carInON,u, # -3.

u,+3
2un+3_1
OnONyy,, =tn 1 ¥4 1,471 1,
Uy #3 2H*+3, 5 5 u,+3 5
u, +4

On en déduit quév, )  est une suite géométrique de raison

4. On déduit de ce qui précede quéinN,v, =v, X(%j = —%X(—g ,
et commelnON,v, = Un ;; e u, = 11+ 3, (OnON,v, #1lest immédiat), on en déduit que :
u -V

n n

o)
OnON,u, =——>2

5. lim (EJ =0 donc, par opérations algébriques sur les limites,u, =1.

no+e\ § N+
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