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EXERCICE 1 

1- a) ( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, , X X ,   et  P Q f P Q f P f Q P Q P Q∀ λ ∈ × × + λ = + λ ϕ + λ = ϕ + λϕℝ ℝ ℝ

donc  f et ϕ  sont linéaires. 

 b) On exprime dans la base B  les images par  f  des vecteurs de cette même base :

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 21 1 X X 1 1 1 1 X X 1 1 1 1
1 1 1 1; X X; X X+ X

2 2 2 2 4 2 2 2 2 8 4 4
f f f

 + +     = + = = + = + = + = +             
;   

ainsi, la matrice de f dans la base  B  est  

1 1/ 4 1/ 8

0 1/ 2 1/ 4

0 0 1/ 4

A

 
 =  
 
 

 

c) La matrice de  f  est échelonnée. Son rang est clairement 3 ;  f est donc un isomorphisme. 

d) { }2Ker Vect X 1;X 1ϕ = − − . ( )dim Ker 2ϕ = . 

e) Le noyau deϕ  n’étant pas {0}, l’application n’est pas injective. 

Le théorème du rang donne : ( ) ( ) ( ) ( )3rg dim dim Ker 1 dimϕ = − ϕ = =ℝ ℝ , ϕ  est donc surjective. 

2. a) La famille B  ’ est échelonnée en degrés et de cardinal 3 ; c’est donc une base de [ ]2 Xℝ . 

b) Si on note 

1 1 1

0 2 6

0 0 6

B

 
 = − − 
 
 

  la matrice de passage de la base B  à la base B  ’, on a   

1

1 1/ 2 1/ 3

0 1/ 2 1/ 2

0 0 1/ 6

B−

 
 = − − 
 
 

  et  1

1 0 0

0 1/ 2 0

0 0 1/ 4

M B AB−

 
 = =  
 
 

. 

c) 0 0 1
3A I BM B−= = ;  

soit n ∈ℕ , on suppose que 1n nA B M B−= , alors 1 1 1 1 1n n n nA AA BMB BM B BM B+ − − + −= = =  

Par principe de récurrence, n∀ ∈ℕ  : 

( )1 1

1

1 1/ 2 1/ 2 1/ 3 1/ 2 1/ 6 4

0 1/ 2 1/ 2 1 / 4

0 0 1/ 4

n n n

n n n n n

n

A BM B

+ +

−

 − − + ×
 
 = = −
 
 
 

 

d) 

( ) ( )( )
( ) ( )
( )

1 11/ 2 1/ 2 1 / 3 1 / 2 1/ 6 4

1/ 2 1/ 2 1/ 4

1/ 4

n n n

n n n n

n

a b ca

A b b c

c c

+ + + − + − + ×
   
   = + −   
      

 

 donc  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 21/ 2 1/ 2 1/ 3 1/ 2 1/ 6 4 1/ 2 1/ 2 1 / 4 X 1/ 4 Xn n n n n n n nf P a b c b c c+ += + − + − + × + + − +

 e) [ ] ( )( )2 1 1

1 1 1 1 1
X ,

2 2 3 2 6 4
n

n n n
P f P a b c+ +

   ∀ ∈ ϕ = + + + + +   ×   
ℝ   

d’où :  ( )( ) ( )1

0

1 1
lim d

2 3
n

n
f P a b c P t t

→+∞
ϕ = + + = ∫  
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EXERCICE 2 

1. On considère les vecteurs 1, 2u v e=
� � ��

et 23w e=
�� ���

 (qui sont deux à deux orthogonaux). 

On vérifie que ce vecteurs forment une famille libre de cardinal 3, donc une base de 3
ℝ . 

Dans la base ( ), ,u v w
� � ��

, la matrice de r est : 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

M

 
 = − 
 − 

 ; la matrice de passage de la base 

( ); ;i j k
� � �

 à la base  ( ), ,u v w
� � ��

 est  1

1 1 1

2 0 1

1 1 1

P

− 
 =  
 − 

 , son inverse 1
1

1 2 1
1

3 0 3
6

2 2 2

P−

− 
 =  
 − 

 

On a : 1
1 1

12 2
1

2 1 2
3

1 2 2

R PMP−

−− 
 = = − 
 − − − 

. 

2. a) ( )3

1
2

6
e i j k= − − +
�� � � �

, la famille ( )1 2 3; ;e e e=
�� ��� ��

B '  est une famille libre de cardinal 3 ;  

1 2 1 20, 1e e e e⋅ = = =
�� ��� �� ���

 et 3 1 2e e e= ∧
�� �� ���

 donc B  '  est donc une base orthonormée de l’espace. 

    b)  

3 2 1
1

0 2 2
6

3 2 1

P

 − −
 

= − 
 
 
 

 ; 3
t PP I=  donc 1t P P−=   

    c) On remarque que ( )1 2;e e
�� ���

est une base du plan vectoriel d’équation :  x + 2y – z = 0. 

On a donc : ( )
1 0 0

mat 0 1 0

0 0 1

s

 
 =  
 − 

B '
, puis ( ) ( ) ( ) 1

, ,

2 2 1
1

mat . mat . 2 1 2
3

1 2 2
i j k

S s P s P−

− 
 = = = − − 
 
 

� � �
B  '

 

3. ( ) ( )
, ,

1 0 0

mat 0 1 0

0 0 1
i j k

r s RS

− 
 = = − 
 − 

� � � �  ; r s Id= −� . 


