D.M. n°4 ETUDE DE LA FONCTION th CORRECTION

On considere la fonctioin (appelégangente hyperboliqueg définie par :

eg—e”
th(X): ex+ g '

1. Justifier queh est définie et dérivable slit, et que :

vxeR, th'(x)=1-(th( %)’

La fonction exponentielle est dérivable skt strictement positive.
Ainsi, YXe R, €+ € * > 0, la fonctionth est donc définie suR , et dérivable sulR comme
somme et quotient de fonctions dérivables.

(e+er) (e e =1—(th %)’

(e + e*X)2

VX ER, th'(x) =

2. Montrer que I'on peut réduire I'étude de la faaotth surR™, puis faire I'étude des
variations deh et le calcul de sa limite efco .

ef—¢

VXER, th(—x) = e —th( ¥, la fonctionth est donc impaire.
On peut I'étudier suik ™.
2 2
e+e’) —(e€— e
Vx e R, th‘(x):< ) ( > ) = 4 >>0, la fonctionth est donc
(e +e) (e+ e

strictement croissante sl .

e (17 e—Zx) 1 672X
YxeR, th(x) = = donc Ilimt =1

(=G| ~1rew o, Imt(y

3. a) Justifier que la fonctioth réalise une bijection dR sur un intervallé a déterminer.
La bijection réciproque din se noteArgth.

La fonctionth est continue, strictement croissanteRlesurl = ]-1 ; 1[, d’apres le théoreme

de bijection , elle réalise donc une bijectionRlesurl.

b) DétermineArgth(0). th(0) = 0, dondArgth(0) =0

4. Expliquer pourquoArgth est dérivable sur, et montrer que :

vxel, Argth'(x):l 1

X2

On avu que ¥x€ |-11, th'( Argth( X) = 1—( th Argtif y>)2 =1 %> C
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Argth est donc dérivable sliret Vx € I, th'(Argth( X))x Argth{ ¥=1, d'ou :

(1—x*)x Argth*(x) =1, ce qui donne :vx€ I, Argth'(x)= -
— X

5. a) Déterminer les réesetb tels que :
vel, -+ -a,b _ 1 ., 1
"1-t? 1t 1+t 2(1-t)  2(L+t)

b) En déduire la forme explicite degth(x).
1 1 1
vxe |, Argth'( x)= = + ;
gth'(x) 1-x* 2(1-x) 2L+ X

On en déduit qu'il existe une constante C, telle gu
vxel, Argth( X)I—% In1— >{+—; N1+ %+ C= Ir\/7$+ C.
— X

CommeArgth(0) = 0, on déduit que C = 0, ¥ke |, Argth(x) = In /TF—X
—X

6. Retrouver le résultat précédent en résolvant poai I'équationth(x) =y, d'inconnuex.

e —eg* efx(ezx—]) 5
VXeER, th(X)= yo ——= y= = yeoe¥-1l= Y&+ 1le (L y= ¥
( ) y ex_i_efx y e—x<e2x+]> y )é :) ( )) .
Ainsi, Wy e |, e _ 1ty d'ou :x:gln Eanbl
1-y 2 -y
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