D.M. n°7 THEOREME DE CESARO CORRECTION

Etant donnée une suite, ) ., on définit la suite(c,) . par:
vn>1, c, ZEZak :
=

appeléssomme de Cesaro

l. Théoréme de Cesaro

Montrer que sia, ) . admet une limite L dang, alors(c,), - admet la méme limite L.

Si lim a, =LOR : 0e>0,0h, ON",OnON (n2ny)=|a, -L|<e
1 n
23t etz 23ja -+ 2 3 fa-
k=1 k=1 k=ng+1
Dou: |, -L|<1Yfa, - L[+
Ni=

lim 2o q =0, doncn ON",OnON " ,(n= nl):a&ss,
n

n- +oo n

1 n

~2(a L)<

Nz

n=n

0

n n-n,__n . _ _
OSSFOO( +TOESF°0 +g ola :max{|ak -1 ,kD[[l,no]]}.

ainsi DnDN*,(nz max(n, ,nl)) =|c, —L|< Z. On en déduit qu(scn)neN* converge vers L.

Si lim a, =+ : OM OR,h, ON",On0ON ,(n= ):>aﬂ2M

n - +oo

On=>n,, n_—Zan Zan+—zan>n OM ou=min{a, kO[Ln, ]}

Ni= Ni= Nzng+1

n- +oo n

jim (&[HmMJ:M , donc e >0,0n, ON',OnON' (n=n,) = °B+ hmem-e.
n n

Ainsi, DnDN*,(nz max(n, ,nl)) = ¢, =M —¢£. On en déduit qu(scn)neN* diverge verst+o .

Si lim a, =—c , on considere la sun(e—an) ¢ eton appligue le cas précédent.

n - +oo

Il. Applications

1. Soit (u,), . la suite réelle définie par :

n
U>0 etu,,= /Zuk
k=0

Remarque : Une récurrence immédiate montre duelI1N,u, >0 (ce qui garantit I'existence de la
suite ).

a) Déterminer la fonctioh telle que :
vneN,u,, = f(u,)

n n-1
Ona:OnON W =>"u =u,+> u =u, +u?, dot: On0ON",u,, =\u, +u’
k=0 k=0

La fonction f recherchée est donc définie kit parf (x) =vx* +x.
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b) Etudier la convergence de la sitg) . .

* 2 Un+Un2—Un2 un
OnON',u ., —U, =4/Uu +Uu’-u = = = - >0 carOnON,u, >0.
\/un+un +U, \/un+un +U,

On en déduit que la suitéu, ) = est croissante.

ne

Si elle convergeait, comniest continue, sa limite vérifieraitf(L) =L, donc L = 0.
Or la suite est croissante et strictement pos{tive 1N ,u_ >u, >0), c'est donc impossible.

La suite(un)neN est croissante et n'a pas de limite finie, elleedi)e donc versoo .

¢) En appliguant le théoréeme de Cesaro a la daiterme général, = u,. ; —U,, déterminer la limite

u
de —.
n
. u
Ona:0On0ON,u,,, —U, =———=——, donc
Ju +u’?+u
. . u, . u, . 1 1 .
I|rr+1 an:hrrj —2:“"1 :|IrT1 T :E car Ilrp U, =+ .
\/un+un +Uu, Un[l'i' 1+1] 1+ —+1
\j u, u,
1S u u n+1 u u . n+1 , u
vn>1, ¢, ==> a S5 N L e EE O R TP O PV S [T S}
ni= n n n n+l1 n n+x n n—+oo
R Ly .U, 1
donc d’aprés le théoreme de Cesariim _nZE
n—+oo N
. L e 14+ 2,
2. Soit (v,) . la suite réelle definie par v =1 etv, :VHL
ne l+ aln
a) Etudier la convergence de la suig) . .
Une récurrence immédiate montre qua[IN,v, >0.
+
On adonc {IN0N,0< 1+ & < 1+ 3, d'od: OnON,0< ez =¥ 20 g
v, 1+3v,
On en déeduit que la sui(e/n)neN est strictement décroissante, minorée par 0.
1+2L 1+ 2x

Elle converge donc vers un réetel queL =L (car x> x1+ = continue suv[0;+oo[ ).

1+3L
On trouve lim v, =0.

N - +oo

b) Aprés avoir justifié que la suife, ) , ne s’annule pagiéja dit) appliquer le théoréeme de Cesaro

ne

a la suite de terme généia| = 1 pour déterminer la limite denv, ).

n+1 n
1+ 3v 1+ 3, -1 % :

DnDN,aﬁ:i -1 :i a o= , donc lim a, =1.

v, 1+ 2v, A 1+ 2, + 2 N+
Vn21,cn:1 a = 1 7_1:n+lx 1 1

N4 nv,, ny, n (n+v,, nv,
. n+1 1 s L : 1 o
lim ——=1 et lim— = 0donc d’apres le théoreme de Cesalin — =1 et par suite :
n—+4oo N n=+o0 NV, netee NV,
lim nv. =1
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