D.M. n°8 ETUDE DE SUITES Correction

Soienta etb des réels tels queb<a<b<1.

. a 1-a
1.SOItM:(

1-b b jD_‘Mz(R).

a) Montrer qu'il existe deux suites réellés,) . et (b telles que :

ﬂ)nDN
OnON,M"=aM +b,1,.
Montrons par récurrence quelnON,(a,;b,)OR*,M"=a M +h,1,

pourn=0, ona:M=0xM+1x ly; a=0,bp=1;
pourn=1, ona:M=1xM+0x lp; a=1,0.=0;
pourn=2, ona:M=(@+b)M+(1L-a-b)l,; ax=a+b,b,=1-a-b.

Soit n= 2, on suppose que ta,;b,)OR* M"=a M +h,1,, on a alors :

M™=(aM +bl,)M =aM2+bM =a,((a+bM +{ —a-b)I,)+bM
=(a,(a+b)+b,)M +a,(1-a-hb)l,

Ainsi, en notant a ,, =a,(a+b)+h, eth, =a (1-a-b), on ala propriété pourt1.

Par principe de récurrence, on a la propriété pmutrentiem.

b) Déterminera, et b, .
a‘n+1 =(a+b)an +bn

Les suitesd,) et () sont telles que :a, =0,b, =1, OnON,
bn+1 (1_a_b)an

Onadonc a,=0,a =1 0On0N a,,=(a+b)a,,+(1-a-b)a, ;

La suite &,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d&tmpn caracteristique :
rr—@+br+@+b—1)=0.

Le discriminant est = (a+b)’ -4(a+b-1)=(a+b)’ - 4a+b)+ 4=(a+b- 2*;

les solutions de I'équation caractéristique sdneta +b — 1.

L’hypothése 0<sa<b<1donne-1<a+b-1<1, ce quiassure que les deux solutions sont

distinctes.

Pour toutn de N, a, s'écrit donc :a, =A +p(a+b-1)".

Finalement, compte tenu des premiers termes, oanbt

On0ON,a, = b(1—(a+b—1)”) et par suite DnDN,bnzz—

——((a+b-1"~(a+b-1)

2—-a-
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L . e , U,, =au, +(1-a)v,
2.0n consideére les suites définies péug,v,) JR?, OnON, :
V.. =(1-b)u, +bv,

a) Donner la forme explicite de, etv, .

= MJ, (ou M estla

n+1l

. u , , u
Si on note OnON,U,, =[ “j, I'’énoncé donne :U, =[ OJ et OnON U
V,

n 0

matrice étudiée a la questiap
Une récurrence immeédiate donnenN,U, =M"U,,.

La questiornl a donné :[OnON,

1 ifarom ot (o)

S - (1-(a+b—1)“)(:b 1;aj+((a+b—])"—(a+b—]))[é ‘i’D
(a+b-1)"(1-a)+1-b (1-(a+b-1")(*a)

2-a-=b| (1-(a+b-1)")(1-b) (a+b-1"(1-b)+t-a

M" =

R Uy =5 ((@+b=1)"(1-8)(ty =) + (1-B)u, * (1-a)v,)

vy =5 ((a+b=1)" (1-b) (v ~uy) + (1-B)u, + (1-a)v,)

b) Etudier la convergence des suifes) _ et (v,) . .
Ona:0<a<bs<l, donc-1<a+b-1<1.

La limite des suites géométriques doniite (a+b-1)" =0, et par suite :

n— +oo

(@-b)u, +(1-2a)v,)

limu, =limv, =

n- +oo n- +oo 2_a_b
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