D.M. n°9 FONCTIONS CONVEXES

Définition : Une fonction f définie sur un intervalle | estedibnvexesi :
Ma;b)e 12, VA e€[0; 1], f(Aa+ (1 -A)b) s Af(@@) + (1 -A) f(b).
f est diteconcavesi (—f) est convexe.

1. Montrer que que f définie sur un intervalle | eshweexe si et seulement si :
O ;y) D12,V (A1; X2) € ([0; 1] tels quers +Xz = 1, A1 x + Azy) < A1 f(X) + Ao f(y)

2.Soient fe R' et sa courbe représentative dans un repére.
Montrer que les propositions suivantes sont égentak :

(1) f estconvexe surl.
oq| (2) La partieEpi fdu plan située au dessus@g@pigraphede f) est convexe
(i.,eV(A ; B) € Epif, le segment [AB}= Epif)
(3) Tout arc deC est sous sa corde.

3. Montrer que f est convexe sur | si et seulemenpair tout all | , la fonction
f(x) —
_, ) -f(@)
X—a

X est croissante sur tout intervalle de 1\{a}.

4. Soient fe D(I, R) etC sa courbe représentative dans un repere.
a) Montrer que f est convexe sur | si et seulerseht est croissante sur |.
b) Montrer que f est convexe sur | si et seulense@itest au dessus de chaque tangente c’est-

a-dire :V(x;a) € I?,f(x)>f (a)+f'(a)( x— a.

5. Etudier la convexité des fonctions f, g, h telleg §(x) = € ; g(X) = In x ; h(x) = X

. . " 2 .
6. En utilisant la notion de convexité, montrer girec ,ona:—x<sin(x)< x.
T

O;E
2

7. Soient f une fonction convexe sur un intervalletin un entier supérieur a 2.

Montrer que pou(x;),__ OI" () D(R:)n tels quezn:)\i =1,ona:
i=L

I<isn I<i<n

fO-AX) <D Af(x)). (Cette inégalité s'appelle inégalité de Jensen).
i=1 i=1

8. Comparaison des moyennes (arithmétique, géométigumonique) :
Soient @>0 pouri}{1,2, ...,n}. On note: A 4231 ; G={/a---a et %:% ;1
n i=1 i=1

Montrer que : K G< A.
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