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D.M. n°9 FONCTIONS CONVEXES Correction

1.1l suffit de prendrex =X\, et I-X =X,.

2. (1) =(2) : Supposons f convexe
Soient M(x ; y) et M’'(X” ; y') des points de EEpi f avec x < x’, y¥f(x) et y'> f(x)
fconvexe= Vte[0; 1], f(tx + (1 —1t) X)< tf(x) + (L - )f(X) <ty + (1 -ty
Donc (tx+ (1 —t) x"; ty + (1 —t)y’ ¥ E, donc E convexe.
(2) =(1) : Supposonkpi f convexe
Soient M(x ; f(x)) et M’(x’ ;f(x")) des points dé etde E =Epi f
E convexe= Vt €[0; 1], f(tx + (1 —1t) x)< tf(X) + (1 — t)f(x’) donc f convexe.
(2) & (3) : Trivial (les points de la courbe sont dans E

3.Soient (a; b;ck I°avec a <k c. Soitt = (b — a)/(c — a). Alors b = (1 — t)act+
f convexes f(b) < (1 —1t) f(a) + t f(c) & (f(b) — f(a))< t (f(c) —f(a)).

4.a) Si f est convexe, soilenta <x <b.

Par croissance dex— fk) ~fla) et x— f(b) ~1x)

Xx~a b- x
Ona: f(x) ~f(a) < f(b) —f(a) < f(b) - f(x)
X—a b-a b- x

Par passage a la limite : f’(a)%s f(b) donc f’ est croissante.

Réciproquement, si f’ est croissante, pour (aghe IPaveca<b<c:

Le TAF donne g]a ; b[ et\g]b ; c[ tels queM-f '(u) et ) fk()b) f'(v)
Donc, comme f’ croissante et u < ‘f(bg_Za) < f(cl_ fl()b) ce qui équivaut a

f(b) f(a) f(c)—f(a)
-a c-a

(a=b)f(c)+(b—-c)f(a) + (c—a) f(®O ce qui équivaut &
f(x) —f(a)
X—a

La fonction x — est donc croissante (de méme pour les autres)

Autre démonstration

Soit g définie sur I\{a} par g(x)—f(x) f(a)

o000 T@)

g dérivable car f I'est efix OI\{a}, g'(x)= " —);_a

On suppose a < x (démonstration identique si x < a)

Le TAF donne :x0]a;¥ w = f'(c) donc g(x):—(x))( fa(c)
par croissance de f’, g'( O.
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b) Si f convexe. Soienta<a+h < Xf(.a+hr)]— f(a)s fx)= (@)
X-a

Par passage a la limite : f'(&) w donc f(x)>f’'(a) (x —a) + f(a).

Soientx<a+h< af:(a+hr)]_ f(a)z fx)~ f(2)
X—a

Par passage a la limite : f '() 169 ~f(a) donc f(x)>f’(a) (x —a) + f(a).
X—a
Réciproquement, si est au dessus de chaque tangente :

pour (a; bk Iaveca<b : f(b} f(a) + f(a) (b—a) donc WN ‘(@)

et f(a)> f(b) + f'(b) (a— b) donc % <f'(b)

On adonc f’(ak f(b) donc f’ est croissante, donc d’aprés apf convexe.

5.f convexe ; g concave ; h convexe &ir, concave sulR™

. ) T
6. La fonction sin est concave s{@; E]

2 )
—X< sin x , car la courbe est au dessus de la corde
T

sin x £ x, car la tangente en O est au dessus de theou

7. Pour tout entier i 2, on note H(n) :

« O(%;)p, D1 (N, O (R’;)“ , (ixi =1j - [f(ixixi )< i)‘i f(x )] ».

Initialisation : pour n = 2, I'inégalité a été démiee a la question 1.
o (A)

D(R:)n+l aveci‘f)\i =1

i=L

Hérédité. Soit > 2, on suppose H(n) vraie. Soigt, )

I<isn+1 Kisnt+1

.Onnoteh, =Y A, ety :Zﬁxi :
i=1 i=1 )\o
n+1

Alors : f(;)\ixij:f (Ao +@ =o)X ) SAF (V) +@=A Q) (X )

D’aprés I'hypothése de récurrence, comﬁe}\—i =1, f(y) =f (Zn:ﬁxijs anﬁf (x,).
i=1 M\ i i

n+1

Finalement, on a f (Z)\ixijs Zn:)\if (X )+ A uf (Xoia)
i=1

i=1
La propriété H(n) est vraie pour n = 2, elle es€ld#éaire pour tout entier’n2, elle est donc vraie
pour tout entier & 2, par principe de récurrence.
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8. La fonction In est concave. Avegi O n], A, =1 ,ona:
n

In(G) = %iln (a)<n (iﬁj doncG<A.

i=1

de plus : In(éj:—ln(G):—%ZIn(q):%ilnE—ljsln[i—lj doncésﬁl.

&

i=1
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