D.M. n°10 GEOMETRIE ET NOMBRES COMPLEXES Correction

1°® PARTIE

1. a)Le triangle 1JK étant équilatéral direct, la ratatr, de centre | a pour ang%.

Le triangle IMM, est donc un triangle équilatéral donc Ml = MM
De plus, par conservation des longueurs par uéioat on a : MJ = M.
On adonc : Ml + MJ = MM+ M;K.

b) L'inégalité triangulaire dans le triangle MM donne : MM + M;K > MK.
Avec le résultat précédent, on a : Ml + MMK.

2. a)Le résultat demandé est le cas d'égalité danédaiité triangulaire.
b) On a vu que MI + MJ = MK, si et seulement si 8[MK] ce qui équivaut a :
i) = e ) = T s o e = (i T
(M1 MM ;) = (VI MK )_5{2 ] donc a:(MI; MK ) = (I1:JK ) [21]

D'aprés le théoréme de I'angle inscrit, ce dernésultat équivaut & M appartientd

2*M PARTIE

1. a) j est une racine¥®de I'unité. On adonc: 1 +j+j2=0.

REMARQUE : on a également :
() i*=1.
(i) 1+]=-=es .
(i) j=j2
b) Par construction de A’ son affixe est : iei5r (b —ic).
Onadonc:w=ic+e3 (b—ic)+a=a+ ic[l—ei3]+ be? =a—icj—jb.
i

c)Ona:w' =-a +e? (ic+a)—b = {e'3 —1} +cie® +b=aj—icjz—3p. On en déduit quey’ = jw.
j

L'autre démonstration est similaire.

) On a:(AR%68) zarg| < | = arg(= 2" 21

D’aprés la question précédente, j étant un nombmeptexe de module 1, on 4 =|w| =|w'| donc
AA’'=BB' =CC'.
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2. a)Un point M d’affixe z appartient a la droite passpar M d’affixe z, et de vecteur directeuT0 d’affixe u si et

seulement SWMO et u—0 sont colinéaires, ce qui équivautzé\_uﬁ = ( Z_uz"j ce qui équivaut a
u(z— zo)— uz-3z)=0
b) Dans la forme précédente, pour la droite (AA’)mand : u =w et z=-a;
Pour la droite (BB’), on prend : u®’' = wj et z=b;
Pour la droite (CC’), on prend us” = 2w et z=ic.
On obtient :

(AAY): m(2+a)—a)(z+ a=0 ()
(BBY): mj(i—b)—ajZ(z— b)=0 (i)
(CC): wf (z+ic)-wj(z- ic) = O ii)
c)On a :(m; ﬁ) :2?“ [2m] , donc (AA’) et (BB') ne sont pas paralléles.

On appelle F d’affixe zleur point d’intersection.

En sommant termes a termes les premiers membrégdtes (i), (ii) et (iii) avec z =zzon obtient :
(o(zF+a)—(o(zF+ a)+(o( z- t)—ooi( z- l)+ooﬁ( z+ i()—oo(j z- ig=

wz_F[1+ j+j2j+wa—wjb+wj2ic—6 z{1+ P+ j}—a)a+a)j2b+fojic: w[a— jb+ jﬁc]—Z{a— j2b- jic]z 0.

W w

Comme g vérifie (i) et (ii), on en déduit qu'il vérifidii).

3*"epPARTIE

@AT) = n—%ﬂzg[Zn]

1.a) (ﬁ?:ﬁ) = (ﬁm) =T+ (
b) (F—Bﬁ) = (ﬁ%ﬁ) [ 2 donc dapres le théoréme de I'angle inscrit, F ajguat au cercle circonscrit au

triangle CBA', plus précisémenE[] BC.
2. a)D’apres les préliminaires, ona: FB + FC = Fddnc FA + FB + FC = FA + FA’ = AA’ (car §AA]).

b) Pour tout point M du plan, d'aprés les prélimieairMB + MC> MA’ donc f(M) > MA + MA’ > AA’, la
derniére inégalité étant stricte skMIAA'].

c) On a vu a la question précédente, que si[MA], alors f(M) > AA’.
Si M € [AA'{F}, alors M ¢ (BB’) donc MA + MB + MC> MB + MB’ > BB’ comme BB’ = AA’, onale
résultat.

3. 0n a montré que f(F) = AA’, puis que pour toutrgdvl du plan distinct de F, f(M) > AA’.
Cela signifie que f admet AA’ pour minimum atteimtiquement en F.
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