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D.M. n°11 POLYNÔMES Correction 
 

 Soient n∈ℕ * et Pn le polynôme défini par : Pn = 
1

2i
[(X + iX0)2n+1 – (X – iX0)2n+1] 

 
1) a)  Déterminer les racines du polynôme  (X2n+1 – X0) ∈ℂ [X]. 

Ce sont les racines (2n + 1) -ième de l’unité : � �
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    b) En déduire que les racines de Pn sont les nombres :  
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On remarque que i  n’est pas racine de Pn, donc : 
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A ce stade, on remarque que  pour k = 0 , l’égalité est impossible. On a donc : 
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2)  Montrer que Pn =
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La formule du binôme de Newton donne : 
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On remarque que Pn est un polynôme pair, de degré 2n, de coefficient dominant 2n+1. 
 

3)  Donner la factorisation dans ℝ [X] du polynôme Qn ∈ℝ [X] tel que Pn(X) = Qn(X
2). 

Qn  a pour racines � � { }2, ; \ 0k k n nξ ∈ − , il est de degré n (car Pn est de degré 2n), de même 

coefficient dominant que Pn. On a donc : ( ) ( )2
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4) a) Calculer la somme Sn définie par Sn = 2

1

cotan
2 1

n

k

k

n=

π 
 + 

∑  

On a : ( ) ( ) ( )2

0 1

2 1
Q 1 X 2 1 X

2 1

nn
k n k

n k
k k

n
n

k
−

= =

+ 
= − = + − ξ + 
∑ ∏  ; ainsi, en utilisant la relation qui lie 

la somme des racines d’un polynôme avec ses coefficients, on obtient : 
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    b) Soit θ∈ 0;
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, exprimer 
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 en fonction de cotan θ. 

2 2
2

2 2

1 cos sin
cotan 1

sin sin

+= = +θ θ θ
θ θ

 

   c) Calculer la somme Tn définie par Tn = 
21

1

sin
2 1

n

k k

n
= π 

 + 

∑  .  

( )2

1

2 1
T cotan 1 S

2 1 3

n

n n
k

n nk
n

n=

+ π  = + = + =  +  
∑  

5) Prouver les inégalités suivantes : ∀x∈ 0;
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Soit 0;
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. La fonction sinus (resp. tangente) est continue sur [ ]0;a , dérivable sur ] [0;a

de dérivée ( )2cos resp.  1 + tanx x x x֏ ֏  .  Le théorème des accroissements finis donne :  
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Ainsi, 0; , tan sin 0;
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 donc, la fonction 
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6) Déduire de ce qui précède que la suite 
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Donc, en sommant pour toutes les valeurs de  k dans � �1;n : 
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, donc le théorème des gendarmes 

donne : 
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