D.M. n°11 POLYNOMES Correction

1
Soientno N * et P, le polynéme défini par : 2= > [(X + X% — (X —iX%)*™Y

1)a) Déterminer les racines du polynome?{X— X% OC[X].

2ikTt
Ce sont les racinesr{2 1) -ieme de l'unité {eZ“*l K D[[—n;n]]}

b) En déduire que les racines desBnt les nombres :

_ kTt
&= cotar(szrlj ot kO[-n;n]\{0} (ol cotarx = —( pourxDU]pn p+dm )

plZ

On remarque que n’est pas racine dg,Rlonc :
.\ 2n+1 2ikmt
n+ .\ 2n+ + +
P (x)= 0= (x+i)""=(x-i)"" - (gj =l- (ﬂ e kO[-n n]]j
X=i X=i
A ce stade, on remarque que phkuarO , I'égalité est impossible. On a donc :

( 2ikmt j ik KT
i e2n+1 + 1 ie2n+1 2 CO{ j
P(X)=0 | x=— = 2n+1 =&, kO[-n;n]\{0} |.

n 2ikTt kTt
el -1 et 2 si kit
2n+1

2) Montrer que RP= Z[Zk J]( N GU)

La formule du bindbme de Newton donne :

13 (2n+l _att) yemit L[ AF D) e o) o DD e e
32 G LUl >3 B Dt B G
nul pourt pair

On remarque que,Rest un polyndme pair, de degmé 8e coefficient dominantriz-1.
3) Donner la factorisation dars[X] du polyndme QO R [X] tel que R(X) = Qu(X?).

Qn a pour racineikz,kD[[—n;n]]\{ O} , il est de degraé (car R est de degrér®, de méme

coefficient dominant que,POn a donc Q, =(2n+1) lﬁ ( X—Ekz)

=1

4) a) Calculer la somme 3iéfinie par $= ZCotaﬁ( au j
= 2n+1

Ona:Q, Z@:Jrﬂ(—l)k X" =(2n+1) lj(X—Ekz) ; ainsi, en utilisant la relation qui lie

la somme des racines d’un polynéme avec ses ciegif; on obtient :

N (2n3+1jx(_1):n(2n_1)

A 2n+1 3
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1
b) SthD} {exprlmer > en fonction de cotah
‘2 sin“ @

1 _cosé@+ su’?&
sin@ sirf @

cotarf@ + :

. : 1

c) Calculer la sommeldéfinie par = Y. ————— .
k=1sinz( u j

n 2n(n+1
T, = cotarf( Kt J+ 1= $+n:—n(n )
1 2n+1 3

k=

2n+1

1 1
x% " sin® x

5) Prouver les inégalités suivantdﬁxD}O;g[, cotarf(x) <

Soit aD}O 2{ La fonction sinus (resp. tangente) est continug ;a], dérivable suf0;a

de dérivéex — cosx( resp.x— 1+ taﬁx) . Le théoréme des accroissements finis donne :
Ox0[0;a] ,CbO]0;x , sik— sinG _cds(x— JEx , ¢
fjo:q
Ox0[0;a] ,Cx0]0;x , tark— tan@ ( 1+tén)(x— )& x
>1

o T , . 1, L. .
Ainsi, DXD}O;E[, tanx= x= sirx> 0 donc, la fonctionx— —; étant décroissante sii, ,
X

1 1
—<—-
X sin“X

on a :[xO O;E ! sis ! ou encorex[] 01—T . cotafd x<
2 sirtx’ 2

n

6) Déduire de ce qui précéde que la SPEP] est convergente et calculer sa limite.
k=1 neN’

Ok O[Ln] —1[]}0 2[ donc, d’aprés la question précédente :

2n+1j2 § 1

kit ) .2( knj
sin®| ———
2n+1

Donc, en sommant pour toutes les vaIeurS«dians[[l' n|:

Sn_(2n+1j lstn@ n(2n—1)x e < %_m(n+]) ™ -
m ) iak 3 (2n+2)" =k 3 (n+))

. n(2n—1)>< ™ = jim 2n(n+])x 1 :

N +o 3 (2n+1) N+ 3 (2,]_'_])

donne : Ilmz :i.
n- +oo —l 6

Ok O[3n], cotar‘?( j<(
2n+1

ZEG’ donc le théoréme des gendarmes
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