D.M. n°13 PRIMITIVES DE FONCTIONS Correction
TRIGONOMETRIQUES

Pour tout entier naturel, on considere la fonctidi définie sur]—w;w[ par :

x cos't
vx e |-m |, fn(X):j:) 1+ codt

1. Calculer f,(x), f,(x) et f,(x).

Indication : effectuer le changement de variable- tané .

B X ot B tang 1 tarE
fo(x>—fo l+cog = fo = u’ Hu fo du_tan—
_1+2u 1+u?

du dt

xcost d L cos— X 1 X
f = 1- =X— .
(%)= f 1+ cog fo L cos ff)[ ¥ cdjCt X~ tan

x cost xcodt— ¥ 1 X[ 1(1J . X
f(x)= dt=| ———dt= cos— tl= six— x4+ tap.
2 (%) fo 1+ cog fo 1 cos fo } c

2. a) Justifier que I'on peut restreindre I'étudefder I’intervaIIe[O;w[, puis étudier ses
variations suffO; .
-x cos't x  coSu
vxe |-mm|, f (—X)= dt = —du)=—f_(x) ;
Pl (0= ) g @ S S s U= (4
la fonctionf, est donc impaire. On peut restreindre son étL{de@.

La fonctiont — est continue SU[IO;’JT[, la fonctionf,, est sa primitive s’annulant en 0,

1+ cog
COS'X

1+ cosx’

* Sinest pair,yx€[0;n[, f,'(x)> 0 doncf, est croissante s{d;x|.

elle est donc dérivable etvx € [0;x[, f, '(X)=

« Sinestimpair,vx e , f.(x)> 0, etvxe f, (x)< (doncf, est

0;E
2

o
2

. ™
croissante SUF;E

et décroissante SAE;W

b) Déterminer le développement limitéfda I'ordre 3 au voisinage de 0.

1_L2+0 (X2> ) 2
cosx | 2 7 A

1+ cosx 2_)(22+00<X2) 2[1_);+00<X2)) 2

_|_
el
—
X
N
~—~—
=

fn|<x):

N

121
=3 d x2+0()

Comme f,(0) = 0, on a par intégrationf; (x) :g— 2n—1 +0,(X°).
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c) En déduire I'équation de la tangente a laloeueprésentative dgau point d’abscisse 0,
et la position de cette courbe par rapport a lgdgate (en discutant suivant les valeurside

On déduit de la question précédente que la coefirésentative dig admet en I'origine une
tangente d’équationyzg. De plus, f_ (x)fgz - an4lx3+oo(x3) donc:
+ Sin=0, lacourbe est au-dessus de sa tangente sinage de ) et en dessous au
voisinage de 0
« Sin>1, lacourbe est en dessous de sa tangente auagesite 0, et au-dessus au
voisinage de 0

3. a) Montrer que

e ﬁ;“l, [t dtz—l[tanf_ %
3 ?14‘ cog 2 2
Soitxzﬁ. t— cost est de signe constant &E;x,etVte E;w ,|cost|2}.
3 1+ cog 3 2

On adonc:
3 3 3

x cos't « |cost] 1px d 1, x
—dt|= -l dt>— |, —=—|tan——+/ 3|.
fz“1+ cost ‘ fﬁ I+ cos ?f@ 1 cds ”i ZI]

b) En déduire les limites dgen« et en—=

Le théoreme de comparaison donfie : f; cost dt| = +o0o.
x> |J 14 codt
27
< cost x  cot .
f.(X)= 1?3 dt + dt donc lim|f (X)) =+
) o 1+ cod fz—“ ( )‘

s H- co$ X
En tenant compte du signe §€&), et de la parité dgon a :

* Sinestpair:lim f,(x) =400 et lim f,(x)=—oc;

X—T

* Sinestimpair:lim f, (x)=—o00 et lim f,(x)=4o0.

X—T X——T

c) Donner l'allure de la courbe représentativéncwr]—w;ﬂ[, en fonction des valeurs de
sn=0: sh > 0, pair : sh> 0, impair :
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cos't cos™t
= cost
14 cost 1 cog

4. En remarquant quen>1, vt € |-=; x|, , trouver une relation

entre f (x),f,_,(x) etf ,(x), pourn>2.

_ cos''t
1+ cog

Soientu etv telles quevt € [—m; x| : u(t) et v(t)= sint.

wxel-ml, 1,0 = [Tutvit)d.

uetvsont de C|8.SS€1C‘BUI’]—’JT;T([ ; une intégration par parties donne :

sint cog 't x sift cos’t x sift cOs't
vxe l-mnl, f.(x)=[2o> 2 p(n—1) [ EE g (n-g [ S50 g
-2
Or vt e |-m, sift  1-co$t 1 cos d'oll -

(1+cogt)® (- cos)® 1+ cos
=(fa2 ()= f1 2 (%) + (0= 2( o1 (x) = £ (X))
+(n=1f,_,(x)—f . (X).

sinx co$ ™ x
xe il f ()= os
__sinxcos ™ x

Finalement, on ayx € |-m; |, (n—1) f,(X) 1+ cosx
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