D.M. n°15 SERIES CORRECTION

vn>0,Vx € |—o0;1, on définit :u, (X) :XF' S,(0)=>"u.(x)
k=1
1. Etude de 6,(1))
Pourn>0, on posey, = S, (1)—In(n).
a) Etudier la série de terme gendbal= ~,,, —~, n>0.
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On en déduit (par comparaison avec une série dadRrie) que la sérid’ D, converge.

b) En déduire que~,,) converge. On note sa limite (appelée constante d’Euler).

n

Vn>0,> D= (V1 — V) = Ve — ", (SOMMe télescopique).
k=1

k=1

converge, de méme que la suiitg )

n>0

n
La série}’ D, converge donc la sui{ez: D,

k=1

2.Etude de la serleZ co

n>1 n

2n7t]

3
Pourn > 0, on poseC, = Zl cos{&] :
k=: 1

n-1 1
a) Determiner les réels, b etc tels que :-Vvn>0: C, =a
) ; ’ ;3p Z3 +1 pz%awz
n n—1 2 3 n—1 2
Vn>O:C3n_ZiCO{2X3pN]+Z 1 [2x(3p+ 0w WSt CC{S (P+ gﬂ]
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Z__} 1 1= 1
3p 2543p+1 2% P+ :

b) En déduire que Yn>0: C,, :%Sn(l)——;sm(]).

zn: ::3p 1+”0 J ?@ 2k1 ; +—§(1)

vn>0:C, =— )

c) Déterminer la convergence de la su@@g){ ainsi que sa limite.

1 1
vn>0’c3n :_§S3n< >+ S (D_ (f\{n—i_ ln( ) an — ln( 31>>: 2( E Ir( 3)
On a montré précédemment que la s(itg) | converge, donndirpﬁ(wn —"gn)=0;

—In(3
on en déduit que la suit€4,) converge vers%.

1 -1 1( 1 1
De plus,vn>0,C,. ,=C, + x— etC, ,=C, —= +
P 3n+1 2T o1 2 3n+4-2 - 2[3n+1 Tt 2]

—In(3)

Ainsi, les suites@sp), (Csn+1) et Csni2) CONvergent vers?, donc C,) également.
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3. Etude deS,(-1)

a) Montrer que :¥n>0,Vx e ]—oo;l[ HIn(2- X) =-S5, (X)—ﬁx% dt

La fonction f : x— In(1— x)est de class€™ sur |-o0;1], et ¥n> 0, f ™ (x) = _

Le théoréme de Taylor avec reste intégral donreceiment le résultat.

b) En déduire que la série de terme géngi@l) converge, et en donner la somme.
D’aprés la question précédente axec- 1 ona:

vn> 0, In ]) f t n+1 . T :D f l+u+1

(1+u)"

du=—dt

f 1+un+l <f 1 U :n—H-

On en déduit que la série de terme généréll) converge vers —In(2).

Ainsi, Yn> 0,

(-4 In(2] =

4. Etude de la série%W
a) Déterminer les réels etb tels que :Vne N:(n+1)(2n+1) = nj— 1+ 2hb+ 1
e T P it B
b) Montrer que¥n >0, ; 2kl TR 2Sn( )-S,..(- 1.
vn>0,S,.,(— _Zkznf:( 2] Zl pz ——; 1>_pn02p—1+
ce qui donne le résultat attendu.
. . X 1
c) Déterminer la somme de la segm .
Y P B e LU N GRS
=S 0+8 (- Bp (1= - By,

D'apreés la questioB, lim S (—1)=-In(2), donc la série)

—F——— converge
N—-00 n>0 (n‘l—l)(Zﬂ—f—]) Verg

vers 2 In(2).
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