ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

L'objectif du devoir est de démontrer que les fmmst dérivables solutions de I'équation fonctiohmel
y'=ky

ou ke R,
y(0)=

V(x;y)e R, f(x+y)=1f(x)f(y), sontles solutions du piéme de Cauchy{

puis de démontrer I'existence d’une fonction ffiemt f ' = f et f(0) = 1.
Le principe de démonstration de ce résultat reppsey x fixé, sur la fabrication de deux suitesaadintes, (l{(x))
et (Vy(x)), dont la limite commune définit 'image dea¢ pune fonction vérifiant I'’équation différentiell

1°® PARTIE

Dans cette partie, on s’intéresse aux fonctior&riizelbles sur IR, telles que:
V(x;y)eR?,  f(x+y)=f(x)xf(y) )

1- Soient f une telle fonction, ef#R.
On définit sur IR la fonctio, telle que Vx € R, d4(X) = f(x + a) - f(x) f(a).

a) Justifier la dérivabilité dé, sur IR; puis exprimer sa dérivée a I'aide de lavéée de f.

b) En déduire que toute fonction f dérivable vérifihjtvérifie:
dkeR,VaeR: f'(a) = kf(a).

c) On suppose que f n'est pas la fonction nulle. Qe f(0)?

2- Soit KIR*. On suppose qu'il existe une fonction f dérivablr IR, telle que:
VxeR, f'(x) =kf(x), etf(0)=1.

a) Montrer quevx eR, f(x) f(-x) = 1, et par suite que f ne s’annule ar IR.

b) Soit all IR. On définit sur IR la fonctiog, telle que :Vx € R, Pu(X) = f(x + a)x f(-x).
Apres avoir exprimé la dérivée dg, montrer que f vérifi€l).

2*M" PARTIE

1- Construction de (U(x)) et (Vn(X)).

En appliquant la méthode d’Euler, montrer par résnge que pour tout réel a, tout réel h « suffisamtrpetit », et
tout entier naturel n, on a: f(a + mhf(a) 1 +h) (O

Soient XJR, et n >X/J
Aveca=0,eth % , (@ donne: f(x)=f(0) (1 +§)”. On note W(x) = (1 +§)”.

Aveca=x, eth :ﬁ , (O donne: f(0)=f(x) ( 1 —’; ). On note W(x) = (1 -%)'”.

2- Etude des suites (L{x)) et (Va(X)).

Soit XJIR, quelconque fixé. Les suites{)) et (V,(x)) sont définies comme &l pour n %[,
a) Montrer quevx=-1,VneN", (1 +xJ'=1 + nx.

b) Montrer que ((x)) est croissante.

T.S.V.P.

Math Sup PTSI - ICAM Toulouse Sophie Touzet



c) Vérifier que

= Un(-X). En déduire le sens de variation de(gy).

1
V()
d) Montrer quevn >[I 1= \L;A(XZ)) >1 —XFZ ; en déduire que 9V, (X) — U, (X) £V, (X) XXFZ .

n
e) Déduire des questions précédentes que les suiteg)(et (V,(x)) sont adjacentes.

Les suites (W(x)) et ((X)) étant adjacentes, elles ont méme limite.
On note exp la fonction qui a x fait correspondxdiinite commune des suites,(k)) et (\i(X)).

3- Etude de la fonction exp.
a) Vérifier que exp(0) = 1.
b) Montrer quevxOR, VnON tel que n + 1> | x |, etthR tel quelhlk 1, on a:
(1+ihj > (1+ﬁj o
R
1+| —

n

En déduire que pourXR , et KOR tel que|h| <1, exp(x)x h<exp(x+h) - exp(xk exp(x)x

1-h’

c) Démontrer que la fonction exp est dérivable Ruet qu’elle vérifie les conditions f’' = f et f(@) 1.
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