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D.M. FONCTION EXPONENTIELLE Correction

1% PARTIE
1- a)d, est dérivable sur IR car f I'est. Pour tout réelh,'(x) = f'(x + a) — f'(X) f(a).

b) f vérifiant (1), la fonctionp, est identiguement nulle, donc pour tous les ré@bx : f '(x + a) = f'(x) f(a).
En particulier, pour x =0, f’(@) =f’(0) f(a).

c)f vérifiant (1), f(0) = f(0§ donc soit f(0) = 0, soit f(0) = 1.
Si f(0) = 0, alors pour tout réel x : f(x) = f(x)f(0) = 0, et la fonction f est identiquement nulle
Donc, si f n’est pas la fonction nulle, f(0) = 1.

2- a) Considérons la fonction g définie sur IR par gf{]x) f(-x).
g est dérivable sur IR car f I'est, et pour tadelrx : g'(x) = f'(x) f(-x) — f(X)f'(-x) = kf(X)f(-x) — kf(x)f(-x) = 0.
La fonction g est donc constante et pour toutxéej(x) = g(0) = f(0 = 1.

S'il existait un réel a tel que f(a) = 0, on auféit) f(-a) = 0= 1. On en déduit que la fonction f ne s’annule pas.
b) W, est dérivable sur IR car f I'est, et pour towdiné:
P '(x) =f'(x + a) f(-x) — f(x + a) f'(-x) = k f(x + &) f(-x) — k fk + a) f(-x) = 0. La fonctiony, est donc constante , et

pour tout réel x Pa(x) = Y4(0) = f(a).
On a donc pour tous les réels a et x : f(x+a)f&xja), donc en multipliant par f(x) :  f(x + &f(x) f(a).

2*™ PARTIE

1- Soient &R, et HIIR, suffisamment petit.

f étant dérivable, on a pour tout réel x, f(x +=Hf{x) + f'(x) . h + h .¢(h) avec Iim g(h) = 0.
Comme ' =1, on a: f(x + W f(x) (1 + h) O

On va démontrer par récurrence dquallN, la propriété Q(n) : « f(a + n®f(a) (1 + h}» est vraie.
« Initialisation: n = 0: f(a + 0) = f(a) (1 + AXonc f(a + 0)= f(a) (1 + hy Q(O) est vraie.

» Hérédité Soit n=0 on suppose que Q(n) est vraie (i.e. f(Ayx f(a) (1 + h} HR).
On a: f(a + (n + 1)h) = f((a + nh) + k)f(a + nh) (1 + h) (on utilise] avec x = a + nh), donc d'apréf:
f(a + (n + 1) hx f(a) (1 + h{*™
» Conclusion: La propriété Q(n) est vraie pour n = 0, ellelgsEditaire pour toutN, donc :
OnON, f(a + nh)=f(a) (1 + h}.

2- a)Soit x > -1. On va démontrer par récurrence GoeiN’, la propriété P(n) : « (1 +%¢ 1 + nx » est vraie.
« Initialisation: (1 + X} = 1 + 1x x donc P(1) est vraie.

» Hérédité Soit n> 1, on suppose que P(n) est vraie (i.e. (1"&xX)+ nxHR).
QA+x"=@+x'x (1 +x); commex>-1, 1+x>0,donc d'aprés:
A+xM2@+nx) (L+x)=1+(n+1L)x+n21+ (n+1)x.

«  Conclusion :La propriété P(n) est vraie pour n = 1, elle @éHitaire pour tout@N", donc :
OnOIN', (1 + xJ'= 1 + nx. On note (P) cette propriété.
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b) Soient XJIR, et riJIN, tels que n &X[. On a:

x Y x x  x ) X x Y x\" X
Unﬂ(x): 1+ =l 1+———+ =| 1+—-— =| 1+— -
X
n+1 n n nt n n(w 1 n(n+1)(1+fj
n

On veut appliquer (P) au second facteur. Vérifigns — X <

n(n+ 1)( 1+ 1)
n

X
Vuquen>|x|,1+—> 0, donc ceci revient & montrer que n(n+1)(1+5j qui équivaut a=x < n+1, qui est
n n

. . X
vrai, puisque n > | x |. Donc, en remarquant enqoei+—>0 :
n

x )" X x\' X X
u.,(Xx)=z|1+— I-——— |=| 1+— | | +=-=| = U, (X).
n n(1+5j n n n
n

On a donc Y (X) = U, (x), donc la suite (W(x) ) est croissante.

c)On a = U, (-x), or ce qui précéde est valable pour tout xéelonc la suite (LJ(-x)) est croissante, et la

1
VH(X)
suite[ = ] aussi. On a dondn >[x[T: 1 > 1 .

Vi(x) Viua(X)  V(X)
(Vn (X)) est une suite de réels positifs; la fonciioverse est décroissante &ir, donc V,.4(X) € V(X);
la suite (M(x)) est donc décroissante.

d) UH(X) :(1+1) (1—1) :(l—x—zj .
V. (x) n n n2
X2 . . U, (x) X?
Comme n X0, 0<1 TZS 1, en utilisant (P) on obtient:2l——— > 1 -=,

V. (x) n

On en déduit ( comme(x) = 0) que Y (X) £ Vx(X) et 0V, (X) - U, (X) £V, (X) XXFZ.

e)La suite (M (X)) n>o €tant décroissante, elle est majorée par sonigréenme v, (x) (8= E(| x |) + 1), alors

ona: 0£Vy(x) - U, (X)< Vv (x) XXFZ, on applique le théoréme des gendarmes, et carbti

lim (V200 = Uy (%)) = 0.

Finalement, on a: (\(x) ) croissante, (Y(x) ) décroissanté,n >xJ, U, (X) < V,,(x), et nlirgw Van()=U,(x))=0.

Les suites (W(x) ) et (M, (X) ) sont donc adjacentes.
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3- a) U, (0) = V,, (0) = 1,0n >Ix0, donc exp(0) =lim U, (0) = lim V, (0) = 1.

b) Soient XJIR, nOIN tel que n X[, et HIIR tel queChlk 1.

On a;(1+X+hJ :(1+5+DJ :[1+l(j ]_+—h
n n n n X
n(1+j

n

Or vu les conditions imposées a x, n et h, o :h > -1, on a la conclusion en appliquant la propriété (P)
n 1+Xj
( n

En passant a la limite dans I'inégalité précédemen: exp(x+h¥ exp(x) (1 + h).

En prenant X’ = x + h, et h’ = -h, on obtient:

efp(;(I)_ Ce qui permet d’écrire : exp(x + Q)ei(L(:)

On a donc pour tout réel x,[dik 1, exp(X)x h< exp(x+h) - exp(xE exp(x)x %‘

exp(x’)=exp(x' +h) (1 -h’), ou exp(x' + h'x

c)L'inégalité précédente donne:

pour h > 0: exp(xx EXRXH) - exp(x). exp(x)
h 1-h

pour h < 0: e:p(:) < e><D(X+hr3 - exp(x) exp(x).

En faisant tendre h vers 0, on obtient d’aprébéeteme des gendarmemﬂﬂﬂh'ﬂp_@): exp(x).

Ainsi la fonction exp est dérivable sur IR, et gaiEe est elle méme.
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