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DEVOIR MAISON 10 - EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

U désigne un ouvert non vide de R?, et A € R. On considére Péquation aux dérivées partielles

E): wg(%y) +yg‘£(9¢,y) = A (z,y).

ox

On note S)(U) l'ensemble des fonctions réelles définies sur U, de classe C!', solutions de Ey.

PARTIE I : Généralités

-

. Vérifier que les applications p, : (x,y) — = et py : (z,y) — y appartiennent a Sy (R?).
0 0
2. Soit f € S\(U) de classe C?. Montrer que (BTf et a—f appartiennent a Sy_1(U).
T )
3. Soit (A, 1) € R% Montrer que si f € Sy(U) et g € S,(U) alors fg € Sp(U) pour un réel 6 que
I’on précisera en fonction de A et pu.

4. Soit f € S\(U) telle que V(z,y) € U, f(z,y) > 0.
Montrer que pour o € R, f : (z,y) — (f(z,y))" appartient a S\ (U).

PARTIE II : Résolution sur U = R x R™™

Dans cette partie, U = R x R,
1. Justifier que I'application ® : U — R? définie par ®(u,v) = (uv,v) réalise une bijection de U
sur U, et déterminer sa bijection réciproque.
2. Soient f € CY(U,R) et g : U — R définie par g = f o ®.

0 0 0 0
a. Justifier que g est de classe C', et exprimer 99 et g9 en fonction de —f et —f
ou v r Oy
b. Justifier que f € S)(U) si, et seulement si g est solution sur U de 1’équation
9g
E):v==\ .
(EB) svg = Ag(u,v)

c. Résoudre (F) et décrire Sy(U).

PARTIE III : Résolution sur U = R?\ {(0,0}

Dans cette partie, U = R?\ {(0, 0}.
1. Soit f € C*(U,R).
a. Soit (z,y) € U fixé. Pour t € R™, on pose p(t) = f(tz,ty).
Justifier que ¢ est de classe C*, et calculer .
b. Etablir: f € So(U) & (V(z,y) € UVt > 0, f(tz, ty) = f(z,y)).
c. En déduire que les solutions de Ey sur U sont des fonctions de la forme :

VaZ + 2 a4y

2. Soient ry : U — R définie par ry(z,y) = (x2 + yQ)%, et g : U — R définie par
9(z,y) = f(z,y)r_x(z,y).
a. Justifier que r\ € S\(U).
b. Montrer que f € S\(U) < g € So(U).
c. En déduire Sy(U).
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