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Toutes les réponses seront justifiées. La notation tiendra compte du soin apporté à la rédaction.

Exercice 1

On considère l’équation différentielle

(H) : x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0

1. Rechercher une solution de (H) sur ]0, 1[, développable en série entière.
On donnera une forme explicite de cette solution.

2. Résoudre (H) sur ]0, 1[.

Exercice 2

On rappelle la valeur de l’intégrale de Gauss :∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2

On considère la fonction

G : x 7→
∫ +∞

0

e−ttxdt

1. Montrer que G est définie sur [0,+∞[.

2. Calculer G(0) et G
(
1

2

)
.

3. Montrer que pour tout x ∈ [0,+∞[, G(x+ 1) = (x+ 1)G(x).

4. Calculer G(n), pour tout entier n.

Exercice 3

On considère la fonction F définie sur R par :

F (x) = e−x
2

∫ x

0

et
2

dt

1. Montrer que F est dérivable sur R.
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2. Montrer que F est développable en série entière.

3. Montrer que F est solution, sur R de l’équation différentielle :

(L) : y′ = −2xy + 1

4. En recherchant le développement en série entière de F sous la forme
+∞∑
n=0

anx
n, donner une relation de

récurrence vérifiée par an, n ≥ 1.

5. En déduire que le développement en série entière de F est :

F (x) =

+∞∑
n=0

(−1)n4nn!
(2n+ 1)!

x2n+1,

et en donner son rayon de convergence.

6. Donner le développement en série entière de la fonction

x 7→
∫ x

0

et
2

dt

7. Déduire de ce qui précède que pour tout n ∈ N :

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1

(
n
k

)
=

4n

(2n+ 1)

(
2n
n

)

Fin de l’énoncé d’analyse
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