CorrEcTION ES-S1

- ES-S1 - - 2018-2019 -
— CORRECTION - ANALYSE —

Exercice 1
On consideére ’équation différentielle linéaire du second ordre en la fonction inconnue y de la variable x :
(&) z(x+1)y"(2) + (22 + 1)y (z) = MA+ Dy(z) = 0,

ol A désigne un parametre réel.

. Etant donné A € R, comparer les équations (&) et (6-x—_1).
(&) et (-r—1) sont identiques.

1
On supposera dans la suite que A > —=.

Dans la suite, y désigne un fonction de la variable x, admettant un développement en série entiére
“+o0

y(x) = Z anx" au voisinage de 0.
n=0

. Montrer que pour que y soit solution de (&)), il faut et il suffit que 1’on ait pour tout n € N :

A+n+1)\—=n)
n+12

Ap4+1 =

y admet un développement en série entiére au voisinage de 0, donc sur ce voisinage, y est de classe C* et on a :

+00 too
y'(z) = Z napz™ "t et y'(x) = Z n(n — 1a,z" 2.
n=0 n=0
y est solution de (&) si, et seulement si;
+o00 +o0 ~+00 +oo +oo
Z n(n — Dapz™ + Z n(n —Dap,z™ ' 42 Z na,x" + Z na,z" ' — A\ 4 1) Z anx™ =0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
—+oo
ce qui équivaut a : Z [(n(n—=1)+2n—AXA+1))a, + ((n+ Dn+n+ 1)ap1] 2™ = 0.
n=0

Par unicité du développement en série entiére, cela équivaut a :

A4+ A—n?-n A+n+1)(A—n)

Vn €N, a, = n — n
" (e (n+1)2 “ (n+1)2 “

1
3.a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € {—5,4—00{ pour que l'équation (&)) admette des

solutions polynomiales de degré donné d € N.
y est une solution polynomiale de degré d si et seulement si ag # 0 et pour tout n > d, a,, = 0.
La formule établie précédemment montre (& laide d’une récurrence immédiate) que si I'un des coefficients
est nuls, les suivants le sont tous. Ainsi, y est une solution polynomiale de degré d si, et seulement si :
A+d+1)(A—d) — 0, don A = d.

(d+1)?

b. Lorsque c’est le cas, montrer qu'il existe une unique solution polynomiale de (&) de degré d, que nous
noterons g, telle que pq(0) = 1.
La condition ¢4(0) = 1 revient a imposer ag = 1.

A+n+1)(A—n)
(n+1)2

L’égalité a,1q = a, pour tout n € |0,d — 1] assure I'unicite.

) n+d d
Remarque : on peut montrer par récurrence que a, = " o
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c. Expliciter la fonction polynéme ;.
o1(x) =1+ 2.

d. Déterminer les coefficients a, b, ¢, o, 3,7 tels que :

8x2 + 8z +1 a b c 1 @ I} 5y
=t et =—+ + :
rz+1)2r+1) 2 x+1 2241 zz+1)2x4+1)2 = 2x4+1 (2¢+1)2

82 +8x+1 1 1, 4 ot 1 11 4
rlx+1)2z+1) =« z+1 2z+1° rz+1)2r+1)2 2z x+1 (20+1)2

En déduire la solution générale de ’équation (&7) sur ]0, 4+o0l.

La fonction ¢ ne s’annule pas sur ]0, +0o[. On cherche une solution de (&7) sous la forme y = hep;.

y est solution de (&) si et seulement si : z(z + 1)h"¢1 + 2z(z + 1)h' ¢} + (22 + 1)W1 =0,

ce qui équivaut a h’ solution de I'équation différentielle : (E) : z(x + 1)(2z 4+ 1)y’ + (82% + 8z + 1)y = 0.
1

z(r+1)2x +1)

On en déduit qu’il existe C; € R, tel que pour z > 0,1/ (z) = 5, puis qu'il existe Cy € R tel

T 2
0:h(x)=0C (1 Cs.
que pour x > (x) 1<n<$+1>+2x+1)+ 2

Finalement, les solutions de (&) sur |0, 4+o0c[ sont :

z s Co(l+22) + C) ((1+2x)1n (xL) +2>

1
4. On se place dans le cas ou A > —g3 A ¢ N

a. On suppose que y est une solution non identiquement nulle de (&)).

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z anx"
n>0
Le fait que y soit non identiquement nulle revient a supposer (par une récurrence immeédiate) que ag # 0 et,
dans ce cas, Vn € Nya,, # 0 car A ¢ N.
ani1|  |[(A+n+1)(A—n)
n (n+1)2
que le rayon de convergence de la série est 1.

— 1; la régle de d’Alembert permet de conclure
n——+oo

On a pour tout n € N,

b. Montrer qu’il existe une unique solution de (&)) que nous noterons @y, développable en série entiére sur
] — 1,1] et telle que @x(0) = 1.
La condition ¢y (0) = 1 revient a imposer ag = 1. Les coefficients a,, sont alors uniquement déterminés par

Atnt+tA-n)

la relation a,4+1 = n ; d’ott I'unicité de la fonction @y.

(n+1)?
De plus, une récurrence immédiate montre que tous les coefficients sont non nuls, et un produit télescopique
n—1 n—1 n—1
) ag+1 A+E+1D(A=k) 1
d :Vn e N a, = = = A+EkE+1)(A—=k).
onne : Vn a kli[() a“ kli[O i+ 1) ()2 kli[()( +E+1)( )

La série entiére dont les coefficients sont a, a pour rayon de convergence 1, et sa somme vérifie (&) sur
] — 1,1] d’ou Vexistence de ¢y.

c. Expliciter le développement en série entiére de la fonction ¢_ 1
La fonction ¢ _ 1 est entiérement déterminée par les coefficients a,, qui valent, ag = 1 et pour n € N* :

o= g L[k 0020 = ()
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Exercice 2

3 5
. Montrer que les intégrales / In(sin(t)) dt et / In(cos(t)) dt convergent.
0 0

7r
t +— In(sin(t)) est continue sur ]O, 5] donc localement intégrable sur cet intervalle.

Au voisinage de 0 : In(sin(?)) ¥ In(t), les deux fonctions étant de signe constant sur |0, 1].
1 B
/ In(¢)d¢ est une intégrale de référence convergente, on en déduit que / In(sin(t))dt converge.
0 0

La fonction ¢ — g — ¢ établit une bijection de classe C' entre }O, g} et [O, g [

z 0
2
Le théoréme de changement de variable donne / In(sin(t)) dt et /

In (Sin (g - t)) (—dt) de méme nature
0 B

B
(convergentes d’aprés ce qui précéde). On a donc la convergence de l'intégrale / In cos(t)dt.
0

H Bl
On notera I = / In(sin(t)) dt et J = / In(cos(t)) dt
0 0
. A laide d’un changement de variable, montrer que

I= /Tr In(sin(t)) dt

™

2

La fonction ¢ — 7 — ¢ établit une bijection de classe C'! entre }O, g} et [g, T [

2
Le théoréeme de changement de variable donne I et / In(sin(7m —t))(—dt) de méme nature, donc convergentes,

™
™

et par suite égales. Ainsi, I = / In(sin(t)) dt.

s

2
. A l’aide d’un changement de variable, trouver une relation entre I 4+ J et I.
I et J étant des intégrales convergentes, on a par linéarité :

™

[+J= /0 In (sin(t) cos(t)) dt — / In (Smft)> dt = /j In(sin(2¢)) d — /U In(2)dt.

0
La fonction ¢ ~— 2t établit une bijection de classe C'' entre O,g et ]0,7]. Le théoréme de changement de

2
variable donne /

B 1
In(sin(2t))dt et / ln(sin(t))idt de méme nature.
0 0

z T

s

5
On a montré précédemment que / In(sin(¢))dt et / In(sin(t))dt convergent (et valent I), on en déduit que
0

2
/ In(sin(t))d¢ converge, et par suite (a 'aide de la relation de Chasles) que :
0

™

LI (N T
./0 1n(sm(2t))dt2</0 1n(sm(t))dt+[r ln(sm(t))dt) =1.

2

Finalement, on a : I +J = I — In(2) x g

. A laide d’un changement de variable montrer que I = J.
Le changement de variable ¢ +> g — t effectué a la question 1 donne I = J.

. Déduire de ce qui précéde la valeur de I et J.
I=J=—1In(2) x g
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Exercice 3

Résoudre le systéme différentiel suivant :

2/ (t) = 3z(t) — 2(t)
y'(t) = 2(t) +y(t)
Z(t) = x(t) + 2(t)
3 0 —1 T
Onpose A=|[1 1 0 | et X=|y]|.Lesystéme est équivalent a (S): X' = AX.
1 0 1 z

Le polynome caractéristique de A est x4 = (X — 1)(X — 2)% 1l est scindé donc A est trigonalisable.

On a: By = Vect{(0,1,0)} et F5 = Vect{(1,1,1)}.

dim(FE2) # m(2) donc A n’est pas diagonalisable.

Considérons la famille {(0,1,0), (1,1,1),(1,0,0)} ; son déterminant vaut 1, elle forme donc une base de R?.

1 0 a 0 1 1
A est donc semblable & une matrice de la forme B= [0 2 b ], telleque AP=PBouP=(1 1 0
0 0 2 01 0
Le produit matriciel donne a =0 et b= 1.
<1
Onpose Z =P 'X = | 25 |, X est solution de (9) si, et seulement si Z est solution de Z’ = BZ c’est-a-dire :
Z3
2 =2
2h =220+ 23 .
zh = 223

La premiére et la troisiéme équations se résolvent immédiatement.

Les solutions sont z; : t — Cre’ et 23 : t — Cse®’, avec (C1,C3) € R?.

La deuxiéme équation s’écrit donc zé = 229 + C3e?.

Les solutions de 1’équation homogéne 2z = 229 sont t Che? avec Oy € R.

On cherche une solution particuliére de la forme ¢ — ate?’, et on trouve a = Cs.

Al (t) = Clet
Finalement, il existe (Cy, Cy,C3) € R? tel que pour t € R : {  25(t) = (Co 4 Cst)e? .
z3 (t) = C’3e2t

On trouve les solutions du systéme initial en faisant le produit PZ :
z(t) = (Cy + C3 + Cst)e*
y(t) = Clet + (CQ + C3t)€2t s (Cl, CQ, 03) S R3.
Z(t) = (CQ + Cgt)e%
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