CoRrRECTION ES-S2

- ES-S2 - - 2018-2019 -
— CORRECTION - GEOMETRIE —

Définitions et notations

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, fixé et R, [X] Pespace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout entier £ tel que 0 < k£ < n on note % ,, le polynéme

Bl = (Z) Xk(1— x)n*

On admettra que pour tout n € N,n > 2, la famille (% ,,) est une base de R, [X].

0<k<n
Pour p = 2 ou 3, R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’un repére orthonormé d’origine O.

Si Ag, Ay,--+, A, sont (n+ 1) points de R?, on appelle courbe de Bézier associée aux points de controle
Ag, A1, -+, Ay, la courbe paramétrée définie sur [0, 1] par :

v e [0,1],0M (6 = 3 %y (1) OA;
k=0

Partie I : Une courbe de Bézier

Dans cette partie et la suivante, on se place dans R? muni d’un repére orthonormé (O, ;, 5)
On considére la courbe de Bézier I'; associée aux points de controle Ag, A1, Ao et Az de coordonnées respectives
(0,0),(2,2),(1,3) et (1,—1).

. Montrer que I'; est la restriction a [0, 1] de la courbe Iy admettant pour représentation paramétrique :

_ 02 3
{x(t)—ﬁt 9 +4t7 o

y(t) = 6t — 3t* — 43

On note <Z;g;> les coordonnées d’un point de I';. On a :

vt € [0,1], (%D = (—t*4+3t2 -3t +1) (8) + (3% — 6t + 3t) (;) + (=3t% 4 3t2) (;) +¢3 (_11>
| N <6t — 9t + 4tf”)
6t — 3t> — 4¢3

. Construire les tableaux de variations de x et y.
Ona:a'(t)=6(t—1)(2t —1) et y'(t) = —6(t + 1)(2t — 1), d’ou les tableaux de variations :

‘ i —oo =K 0 1 +00

o |~

2 (t) + - 0+

. 0o— : -
e —9— \ /
el 1

—00

y (2 \ﬁ /O/ é\71

. Déterminer les points réguliers de I'y dont la tangente & T'y est horizontale ou verticale.
On a une tangente horizontale au point de paramétre t = —1 de coordonnées (—19, —5), et une tangente verticale
au point de paramétre ¢ = 1 de coordonnées (1, —1).
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4. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a I'y au point de paramétre ¢t = 0.
La tangente au point régulier O de paramétre t = 0 est dirigée par le vecteur dérivé z’(0)i + y'(0)j = 6(i + j) ;
c’est la premiére bissectrice du repére, c’est-a-dire la droite d’équation y = x.

5. Déterminer le point singulier de I'g. Préciser sa nature ainsi que la tangente a I'y en ce point.

1 1 1
On ax’ <2) =y (2> =0, donc le point M <2> est un point stationnaire.

1
z" (2> = —6Gety” 5) = —18, donc le premier entier caractéristique est p = 2, et la tangente est dirigée par

- - 7 5
le vecteur —6:¢ — 185. Elle a pour équation y — 1= 3lx— 4) soit encore : 3x —y — 2 = 0.

1 1 I
Enfin, z(¥ <2) =24et y(?’) (2> = —24 et le vecteur 24(i — j) n’est pas colinéaire au précédent, donc le second
entier caractéristique est ¢ = 3 et le point singulier est un rebroussement de premiére espéce.

6. Donner la nature des branches infinies de T'g.

t
@ ~ —lety(t)+x(t) — —oo donc Iy admet une branche parabolique de direction asymptotique la
x(t) t—too t—too
droite d’équation y = —x.

-,

7. Tracer dans le repére (O,Z, j) la courbe T'1, les points Ag, A1, Ao et Az ainsi que les tangentes obtenues aux
questions précédentes.
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Partie IT : Un détour par le cas général

Dans cette partie, on se place encore dans le plan, mais n désigne un entier naturel quelconque supérieur a 2.
On considére (n + 1) points Ag, Ay, -+, Ay,, et on note I' la courbe de Bézier associée aux points de controle
A07A1a' o aAn~
. Que peut-on dire des points de I de parametres t=0ett=17
On a : %, ,(0) = dj,0 donc OM ( ;— OAq d’ou M(0) = Ap.

; —_—
De méme %y, (1) = 0 donc OM (1) = OA,, dou M (1) = A,,.
. On suppose dans cette question que les points Ay et A; sont distincts. Montrer que la tangente a I en Ay est
la droite (ApA1).

Le vecteur dérivé au point M (t) est :
n

Ve - d ) - 2
M) = (Oj\f(t ) - ;;J ! (H)OA, done M'( Z B, (0)0A;.
Or, pour k > 2, X? est en facteur dans le polynome %k,n donc 4, ,,(0) = 0. De plus, %y, = (1 — X)" donc

By (0) = —net By, =nX(1-X)"" ! donc %, 1.»(0) = 0. Finalement,

M'(0) = —nOAg +nOA; = nAgA; # 0

—_—
La tangente a I en M (0) = Ay est la droite passant par A dirigée par AgAj, c’est donc la droite (AgAy).

. Soient P et @ deux polynomes de R,[X]. On considére la courbe A dont une représentation paramétrique est

x(t) = P(t)
L 30— b

Est-il possible de trouver (n+1) points Ag, Ay, -+ , A, tels que A soit la courbe de Bézier aux points de controle
AOaAl)"' aAn‘?

Il est dit dans I’énoncé que la famille (B n) <)<, est une base de R,,[X]. Dans cette base, on écrit :

P= Zpk%k_n et Q = Z%f%k,m ot Vk € ]0,n[, (pr, qx) € R
k=0 k=0
Pour k € [0,n], on définit le point Ay par OAy = pyi + qij. Alors,

vVt e [0,1], OM(t) = P(t )Z+Q (Zpk%k 7,> 7+ <Z iz ,L> 7
= i%,nu)o—mi
k=0

donc A est la courbe de Bézier associée aux points de controle Ag,--- , A,.

Partie III : Une surface de révolution

On se place désormais dans Pespace R? muni d’un repére orthonormé (O, Z, f, E), et on considére la courbe de Bé-
zier I'y associée aux points de contrdle Dy, D1, Do et D3 de coordonnées respectives (—3,0,0), (—1,1,0), (1,1,0)
et (3,0,0).
6t — 3
. Vérifier qu'un paramétrage de I's est : (t) =3(t—t* ,tel0,1].
0

Pour tout ¢ € [0,1], on a :

z(t) -3 -1 1 3 6t — 3
yt) | = (=332 =3t +1) [ 0 | + B3 —6t2+3t) [ 1 | + (=333 [ 1| +3|0| = [3t—3t
2(t) 0 0 O 0 0
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2. Donner un vecteur directeur, ainsi qu’un systéme d’équations cartésiennes de la tangente & I's au point de

parameétre t = l
yat at et . . . R
Ona:ux <3) =06,y <3) =letz (3) = 0 donc un vecteur dirigeant la tangente a I's au point de paramétre
R
t= % est 6i+j. Un point P(x,y,z) de Pespace est sur cette tangente si, et seulement si M <Z1’)) PA (6;+;) =0

1
ce qui donne le systéme d’équations : { y= g(x +5)
z=0

3. Déterminer une équation cartésienne de la surface de révolution obtenue en faisant tourner I's autour de ’axe
(0,).

Soit ¥ la surface de révolution obtenue, et P(z,y, z) un point de I'espace. On a :

MP-i=0 x=06t—3
PEZ(:)HMEF%{ OM = OP @31&6[0,1]’{ 2?4 y? + 2% = (6t — 3)2 + 9t2(1 — t)?
—3<z<3 —3<x<3

2 2 2 2
9 9 x+3 3—x = 9 s [(9—x
y +z —9( 5 ) ( 6 ) Yy 2T = B
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